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Feuille d’exercices n°1

Dans tout ce qui suit, N désigne un entier naturel non nul et  un borélien de R™. Sauf mention

contraire on intégrera toujours par rapport a la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. Un exemple concret.
D’abord pour Q = B(0,1) puis pour Q = B(0,1)¢ et pour Q = RY discuter en fonction de p € [1,00] et

des paramétres (a, 3) € (R4 )? si la fonction
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appartient a LP(2).
Exercice 2. Approzimation.
On suppose que 2 est un ouvert et, pour tout n € N*, on pose
1
K, =< 2zeQ|dz00)>— e |z|<n ;.
n

1. Justifier que chaque K, est compact et que = Upen= K.

2. Soit p € [1,00[ et f € LP(Q).
Montrer que la suite (1x, (| f|<n}f)nen+ converge vers f dans LP(Q2) quand n — oo.

3. Justifier que LEO(RN ) — Vensemble des fonctions bornées a support compact — est dense dans
LP(RY) pour p > 1 fini.

4. Justifier que L°(RY) — I’ensemble des fonctions bornées a support compact — n’est pas dense
dans L= (RN).

Exercice 3. Mesure finie. On suppose © de mesure | finie et 'on se donne (p, q) € [1,00]? tel que

P=q
Montrer que si f € L1(2), alors f € LP(Q) et
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Exercice 4. Interpolation. Soit (p,q,r) € [1,00[> tel que p <7 < qet f € LP() N LI(Q).

1. Montrer que f € L"(Q2) et, pour tout A > 0,
iy < X710y + A0 %

Indication : |f|r = 1{|f‘§>\}‘f|T + 1{‘f|>)\}|f’r.
2. En déduire que
Wil < Coar) 1% 17155

ot 0 € [0,1] est défini par 1 = g + 1%19.

r

Remarque : En fait on peut mettre cette constante égale a 1.

Exercice 5. Convergence faible.

A tout point a € RN et toute fonction mesurable f : RV — R, on associe la translatée
(f): RN SR, 2 f(z—a).

1. Pour p € [1,00], f € LP(RY), a € RY, déterminer e ()l LemN)-

2. Soit p € [1,00[ et f € LP(RY). Montrer que, pour toute fonction ¢ € C.(RY),

/ Ta(f) ”aH—_;oo 0.
RN

3. Donner un contre-exemple & la conclusion précédente quand p = oc.

4. Conclure que si 1 < p < oo alors (7,(f)) converge vers 0 pour la topologie faible de LP(RY) quand

|la|| — oc.

5. Donner un contre-exemple a la conclusion précédente quand p = 1.



